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- NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES - 


e Étant donnés deux entiers p et q tels que p < q, on note [p, q] l'ensemble des entiers k vérifiant p < k < q. 

e Dans ce problème K désigne un corps commutatif de caractéristique différente de deux. 

e Pour tout polynôme P de K [X], on note d°P le degré de P (on rappelle que, par convention, le polynôme 0 
a pour degré —c). 

e Un polynôme non nul P de X[X] est dit normalisé si le coefficient du terme de plus haut degré est égal à 1. 

e Pour tout entier naturel m, K,[X1] désigne le sous-espace vectoriel de X[X] constitué des polynômes de degré 
inférieur ou égal à m. 

e Si E est un K-espace vectoriel, on notera E* son espace dual. 

e Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On note L(E, F') l’ensemble des applications linéaires de Æ à valeurs 
dans F. Pour toute application f de £L(E, F), on appelle transposée de f l'application (linéaire) notée { f définie 
sur F* et à valeurs dans E* par : 

VpeF* ‘f(p)=vof. 


e On note M, (K) l'algèbre des matrices carrées de taille p à coefficients dans K. 

e On identifie les vecteurs de X? aux matrices correspondantes de M, 1 (K). 

eSi Aet B sont deux polynômes de X[X], avec B non nul, on note À mod B le reste de la division euclidienne 
de À par B. 

e Soient À, B, C des polynômes de K[X]. On écrira A = B mod C' si C divise À — B. 

e Pour tout couple (A, B) € K[X}? avec (A, B) £ (0,0), on note À A B le pgcd du couple (A, B) (c’est donc 
un polynôme normalisé). 

e Soit E un K-espace vectoriel non nul. On note S(E) l’espace vectoriel des suites de Æ indexées par N. On 
aura l’occasion d'utiliser l'application o : S(E) — S(E) qui à une suite u = (uy)nen de E associe la suite o(u) 
définie par : 

VneN [o(u)}, = un41. 


Cette application o, nommée décalage d’indices, est clairement un endomorphisme de l’espace S(E). 
e Soit P=3%_ 5m X* € K[X]. On désigne par P (o) l’endomorphisme de S(E) défini par substitution de o 
à X : 
P(o) = pold + p10 + … + pro”. 


On rappelle que, pour tout couple (P,Q) € K[X/? on a : 
(P+Q)(o)=P(o)+Q(o) et (PQ)(o)=P(o)0Q(o). 


e Pour toute suite u = (un )}nen € S(E), on appelle annulateur de u le sous-ensemble de K[X], noté Ann (u), 
défini par : 
Ann(u) = {P € K[X]/P(o)(u) = 0}. 


e Une suite u = (ur)nen € S(E) est dite linéaire récurrente s’il existe un entier r > 0 ainsi que des scalaires 


do, -…, gr tels que qo Z 0 et : 


Vn e N QoUn+r + QiüUn+r-1 + + Qr-1Un+1 + Grün = 0. 


- Partie I - 


Polynôme minimal d’une suite linéaire récurrente 


Dans cette partie E et F sont des K-espaces vectoriels non nuls. 
1. Soient u = (un)nen € S(E), P = ox XF € K[XT. Calculer, pour n EN, [P(a)(u)] 


2. Soit u = (un)nen € S(E). 
(a) Démontrer que la suite u est linéaire récurrente si et seulement si Ann (u) £ {0}. 
(b) Démontrer que si w est linéaire récurrente, alors il existe un unique polynôme normalisé noté 7, tel que 
Ann (u) = ru.K[X]. Le polynôme 7, s'appelle le polynôme minimal de la suite u. 


n° 


3. Dans cette question on prend E = K =R. 
(a) Démontrer que la suite (2° + 3"),,.\ est linéaire récurrente et donner son polynôme minimal. 
(b) Démontrer que la suite (u227). en St linéaire récurrente et donner son polynôme minimal. 
(c) Est-ce que la suite (n!),,.1 est linéaire récurrente ? 


4. Soit T'E L(E, F). Pour toute suite u = (u»),en € S(E), on note Tu) la suite de F définie par : 
VneN [T(u)], =T (un). 


Démontrer que si u est linéaire récurrente, alors il en est de même de Tu) et le polynôme Tr(,) divise m4. 


5. On note R(E) le sous-ensemble de S(E) formé des suites linéaires récurrentes. R(E) est-il un sous-espace 
vectoriel de S(E) ? 


6. Un exemple important : dans cette question on considère une matrice À € M,(K) ainsi que deux 
éléments non nuls V et W de K?. On leur associe la suite scalaire u = (un }nen définie par uy = W A"V. 
(a) Démontrer que la suite (4"),en est linéaire récurrente et que le polynôme minimal de cette suite est égal 
au polynôme minimal de la matrice A. Dans la suite ce polynôme minimal sera noté T1. 
(b) Vérifier que les suites 5 = (4"V),en et u sont linéaires récurrentes et que : 


Au | T8 et T8|TA. 


Dans la suite Tg sera noté T4 et T, sera noté Ty,4,v. 
(c) Donner un majorant du degré de Tw,4,v. 
(d) Que peut-on dire de Tw.Av, TA,v, TA lorsque rw. 4 v (A) est nul ? 


- Partie II - 


Une caractérisation des suites récurrentes scalaires 


Dans cette partie on cherche à caractériser les suites récurrentes à valeurs dans le corps K, On introduit à cette 
fin les notations suivantes : pour toute suite u = (uy)nen € S(K) et pour tout entier m > 0, on note H,, (u) la 
matrice de M,n+1(K) définie par H,n (u) = [ui+5-2]( L et on désigne par D,,(u) son déterminant (rappel : 
ce déterminant est de taille m + 1). 


ij)e[lm+1 


1. On suppose ici que KX = R et on choisit pour u la suite de Fibonacci définie par : 
uo =0, u=1; VEN uyi2 = Unr1 + Un. 


(a) Calculer D,,(u) pour tout entier m > 0. 
(b) Quel est le polynôme minimal de la suite u ? 
2. On suppose ici que u = (un)nen € S(K) est une suite linéaire récurrente de polynôme minimal y — 
XS +qXS 1 +...+qs 1X + q,. Démontrer que pour tout entier m > 8, Du) = 0. 


3. Réciproquement soit u = (un )}nen € S(K) pour laquelle il existe un entier s > 1 vérifiant : 
D..41(u) 20 é. Vers; D;(a)-=0: 


On se propose de démontrer que u est linéaire récurrente et de donner une méthode de calcul de son polynôme 
minimal. 


(a) Quel est le rang de la matrice H, (u) ? 


(b) Démontrer qu'il existe un unique s-uplet (q1,q2,.….,qs) € K° tel que : 


qs 0 
Qs—1 0 

H, (u) | TT 
qi 0 


en 
© 


(c) On pose, pour tout entier m > s : 
A = Qiüm-1 + + Qs-1Um-s+1 + sUm-s: 


. « LE ? 
m : £ 
Que vaut À, lorsque m appartient à l'intervalle [s, 25] 


(d) Démontrer que : 


UQ U1 DR Us—1 0 0 
Uu1 Ua Us 0 0 
D:+1 (u) = 
Us—1 Us tt U2s-2 0 0 
Us Usyl ‘‘ Us] O0 Aosri 
Us+1 ÙUsy2 ‘** Us À25r1 À25+2 


En déduire que À2s41 = 0. 


(e) Plus généralement, soit m > s + 1 pour lequel 


Às Àst1 .…. À95 .…. Âms-1 — 0. 
Démontrer que : 
A 0 0 =. 0 
ASE 0 Dre 0 
D (u) = + ia. do 0  — 
(0) * 
0 Anis 

Um Umts-1 Àmts * LE * 


(On détaillera les opérations effectuées ainsi que l’ordre dans lequel elles sont faites). 


(f) Conclure que la suite u est linéaire récurrente de polynôme minimal 7, = X°+qiX°-1+...+qs 1X +qs. 


- Partie III - 


Polynômes minimaux en algèbre linéaire 


Pour tout polynôme P € K[X], on note coeff (P, k) le coefficient d’indice k de P. 


1. Soit F € K[X] un polynôme normalisé, de degré m > 1. On lui associe l'application : 


d: K[XIxK[X] — K 
(P,Q) + cocff (PQ mod F,m — 1). 


(a) Vérifier que ® est bilinéaire et symétrique. 

(b) Soit P € K[X] tel que pour tout Q € K[X], B(P,Q) = 0. Démontrer que F divise P. Etudier la 
réciproque. 
[Indication : on pourra introduire r = d°(P mod F).] 

(c) Soit P,,_1 la restriction de & à K,»_1 [X] X Km-1[X]. Pn-1 est-elle dégénérée ? 

(d) Soit G € Km_1[X]. On considère la suite u = (ux)ren définie par ux = ® (XF,G). 

i) Démontrer qu’un polynôme P appartient à Ann (u) si et seulement si pour tout entier à on a ® (PG, X°) = 0. 

üi) En déduire que u est linéaire récurrente et que son polynôme minimal est donné par : 


Dans la suite du problème on considère une matrice À € My(K) ainsi qu'un vecteur V € K7 non nul. On utilise 
les notations des questions précédentes en prenant F = mAav, de degré m. 


2. Soit E le sous-espace de K° engendré par {AŸV /k € N}. 
Démontrer que l'application @ : Kh_1[X] —E ; PH P(A)V est un isomorphisme de X-espaces vectoriels. 


3. Soit p: K° — E* l'application qui, à W € K”" associe la forme linéaire p(W):E — K ;2+ ‘Wz. Montrer 
que p est linéaire et surjective. 


4. Soit o : Km-1 [X] — Km-1[X]° l'application définie par : 
VPOEK; XXE IR] GPO) = EEE; 0): 


Expliquer pourquoi est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. 


5. On note LT =w lo t60p. 
(a) Que peut-on dire de F? 
(b) Démontrer que pour tout P € Kh_1 [X] et pour tout W € K” : 


E(T(W),P)= WP(A)V. 


(c) Vérifier que cette relation est vraie pour tout polynôme P de K[X|. 


(d) Conclure que pour tout W € K? : 


TA,V 


AWAV — ray AT(W) AT OW): 


(e) En déduire qu’il existe au moins un vecteur W de K” pour lequel rw,4v = TA v. 


Dans la fin de cette partie on cherche dans quelle mesure on peut « espérer » que nw,Av soit égal à Av. 


Notations : on rappelle qu’un polynôme P = P(X:,..,Xh) à n indéterminées est un élément de l’algèbre 
K[X1,..,X,] qui peut se définir comme (K[X:,..., Xh_1]) [X,] pour n > 1. On peut noter P ainsi : 


_ . : 1 i 
P= ) EE EE 


Pour un tel polynôme, chacun de ses monômes à;, 1, X . …X" a pour degré total à1 +... +1,, et le degré total 
de P est le plus grand des degrés totaux de ses monômes non nuls. 


6. Soient RE K[X:1,...,X,] un polynôme non nul de degré total d, à n indéterminées et S un sous-ensemble 
fini non vide de K. Montrer que l’ensemble 


Qs = {(s1,.,8n) € S° /R(s1,.….,8n) = 0} 


possède au plus d x [Card S]"71 éléments. 
[Indication : on pourra procéder par récurrence sur n.] 
7. On admet le résultat suivant : étant donnés deux polynômes non nuls 


A=S ax", B=S WX*"EK[X] 
k=0 k=0 


avec bn Æ 0, ces polynômes sont premiers entre eux si et seulement si le déterminant ci-dessous n’est pas nul : 


ao 0 ie 0 bo 0 see 0 

@ €0 Ê- : - bo : 
a 0 0 
ao bn ; bo 

An 5 ai 0 bn 

0 an 

Dites 1 0 és ON, he COX « dé 
< > < > 


Ce déterminant s'appelle le résultant de (A, B). On le notera Res(A, B). 


On considère comme dans la question 6 un sous-ensemble $ de K qui est fini et admet au moins m éléments. 


(a) Démontrer que l’ensemble : 
{W = (ur, …, un) € S° /rmav AT(W)=1} 


possède au moins [Card S]" — m. [Card S]"} éléments. 


(b) On choisit au hasard (de manière équiprobable) un n-uplet W dans $”. On demande de déduire de ce qui 


précède un minorant de la probabilité pour que Tw,4v = TA. 


- Partie IV - 
L’algorithme de Berlekamp-Massey 


Le but de cette partie est de fournir un algorithme efficace dans la recherche du polynôme minimal d’une suite 
linéaire récurrente scalaire lorsqu'on connaît à l’avance une majoration du degré de ce polynôme. La méthode 


proposée est indépendante des parties IT et IIT. 


Dans cette partie À et B sont deux polynômes de X[X1] pour lesquels d° A = m, dB = n, avec m > n > 1. On 
rappelle que l’algorithme d’Euclide fournit par divisions euclidiennes successives deux familles finies (Q:);en.n et 


(Riiejor+1 de ATXT vérifiant : 


Ro=A, R=B 
Ri-1 = Qik; + Riu pour i € [1,i] avec Vie [1,i[, 0 < d°R;41 < d°R; 
R;=AAB, Riu = 0. 


On considère les deux familles finies de polynômes (S5)ieoi+1] et (Liiejoi+1] définies par So = 1, S$1 = 0, T6 
Ti =1et pour i € [1,[}, 
Sir1 = Si-1 — Qi: 
Tia = T1 — QT. 
1. Démontrer les propriétés suivantes : 
(a) Pour tout 1 € [0,1+1], SA+T;B = R;. 
(b) Pour tout à € [0,4], Si11T3 — SiTi:1 = (—-1)+!. En déduire la valeur de $; A T;, pour à € [0,1 +1]. 
(c) Pour tout à € [0,1 +1], R AT; = AAT:. 
(d) d°Ti < d°T2, et pour tout à € [2,1], dT; < d°T;1. 
(e) Pour tout à € [1,1 +1], d°T; = m — d°R;-1. 


0, 


On peut alors démontrer de même (mais cela n’est pas demandé) que pour tout à € [2,1 +1], d°S; = n — d°R;-1. 


2. On fixe ici un entier k € [0,m/{ et on s’intéresse aux deux problèmes suivants : 
(P1) : trouver un couple (R,T) € K[X}? vérifiant : 


TB=RmodA, TAA=I1, dR<k, dT<m—-k. 
(P2) : trouver un couple (R,T) € K[X}? vérifiant : 
TB=RmodA, dR<k, d'T<m—-k. 


Soit j € [1,1 +1] pour lequel d’R; < k < d°R;-1. 
(a) Démontrer que le couple (R;,T;) est une solution de (P2). A quelle condition est-il une solution de (P1) ? 
(b) Inversement, on suppose qu’il existe un couple (AR, T') solution de (P1). Démontrer que : 
R; A T; = 1, 
Il existe P € K[X]\{0} tel que R= PR;, T = PT;, 
PAA=A: 
Indication : on pourra s’intéresser au polynôme R;T — RT;. 
3. Soit u — (uy)nen € S(K). On lui associe la suite de polynômes (B,),en+ définie par : B, — . us XF. On 
suppose en outre qu'il existe deux polynômes H = 57, qrX k et R vérifiant : 


d@=1, dR<s, et Vr>s, HB,=RmodX?". 


Démontrer alors que u est linéaire récurrente et que D 50 4s-RX k € Ann(u). 


4. Réciproquement, soit u = (uy}nen € S(K) une suite linéaire récurrente non nulle dont Q = Yo X° À 
(avec go = 1) est un polynôme annulateur. 


(a) Dans ces conditions, démontrer que : 
i) il existe un polynôme R de degré strictement inférieur à s tel que pour tout entier r > 8 : 


1 S 
* = 2r s * es 8 _ k 
Q*B, = Rmod X*, où Q*(X)=X a(+) 2x 


ü) Si Q = ru, alors s = Max (1 + d°R, d°Q*) et Q*AR=I. 


(b) On reprend les notations de la question 1 avec À = X?", B = B,, pour r > s; on choisit £ = r et on 
considère un entier j € [1,{ +1] tel que d’R; <r < d’R;-_1. 
i) Vérifier que 


TB =RimodX?, RAT =TAXT=1, dT;<r, PR;<r. 
ü) En déduire qu’il existe P € K[X]\{0} tel que : 
Hell RePRh: et RARE 


ïi) Conclure que, quitte à multiplier T;, R; par un élément non nul de K, on peut supposer que T;(0) = 1 
et que le polynôme minimal 7, est alors donné par : 


1 
mu (X) = X°T; (+) où 5 = Max (1+ d°R;,d°T;). 


